Projektovanje
IR digitalnih filtara

IIR — Infinite Impulse Response — Beskonac¢an impulsni odziv
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prof dr Lazar Saranovac

FILTRIRANJE

Obrada signala u kojoj se neke harmonijske komponente potiskuju a neke promovisu.
U procesu filtriranja harmonijskim komponentama se menjaju amplitude i fazni stavovi.

Po pravilu obrada u vremenskom domenu.

U praksi funkcija prenosa sistema koja treba da se sintetizuje najéesce ima filtarsko svojstvo,
tj. pojacava ili propusta bez slabljenja signale iz nekog opsega ucestanosti, dok slabi signale
iz nekog drugog opsega ucestanosti, faza sinteze se obi¢no naziva

sinteza filtarskih funkcija ili
postupak aproksimacije
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Proces filtriranja moze da se obavi i u frekventnom domenu.
Mnozenjem frekventnih karakteristika signala i filtra.

Mnogo ¢esca situacija je da se filtriranje radi u vremenskom domenu,
a dosta Cesto je potreba da se radi u realnom vremenu.

Cyber physical system

X[n] obrada y[n]

okruzenje

Obrada — na$ digitalni sistem

\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

Okruzenje — fizi¢ki svet iz kojeg je potrebno dobiti informacije a po potrebni i delovati na njega.

w

Da se podsetimo - Rad u realnom vremenu.

Vremenski trenuci u kojima se uzima x[n]
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Vremenski trenuci u kojima se generise y[n]
u idealnom slu¢aju

Vremenski trenuci u kojima se uzima x[n]
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Vremenski trenuci u kojima se generise y[n]

Jitter — podrhtavanje
,,vestacki“ unet fazni stav
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Kontinualan signal
Sistem

Diferencijalne jednacine
Furijerova transformacija
Laplasova transformacija

Vremenski domen:
Signal + ,,diferencijalne jednacine” = odziv sistema
konvolucija (impulsni odziv, signal)= odziv sistema

Transformacioni “frekventni” domen:
Signal prikazan u “frekventnom” domenu
Impulsni odziv sistema u “frekventnom” domenu
proizvod
Odziv sistema u “frekventnom” domenu

Filtar - sistem koji “izvodi” diferencijalne jednacine!
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Diskretan signal
Sistem

Diferencne jednacine
Furijerova transformacija
Z transformacija

Vremenski domen:
Signal + ,,diferencne jednacine* = odziv sistema
konvolucija (impulsni odziv, signal)= odziv sistema

Transformacioni “frekventni” domen:
Signal prikazan u “frekventnom” domenu
Impulsni odziv sistema u “frekventnom” domenu
proizvod
Odziv sistema u “frekventnom” domenu

Filtar - sistem koji “izvodi” diferencne jednacine!
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Diferencna jednacina

N

M
yinl = > bexln— k1= > ayyln— k]
k=0

k=1

Transformacioni domen

ar =0 = IR

IIR — Infinite Impulse Response — Beskonac¢an impulsni odziv
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Postupak projektovanja i realizacije nekog diskretnog sistema sastoji se iz Cetiri faze:

1. U fazi zadavanja specifikacija se na osnovu analize problema zadaju amplitudska i/ili
fazna karakteristika diskretnog sistema koje treba ostvariti, kao i dozvoljene tolerancije u
realizaciji ovih karakteristika.

2. U fazi sinteze se odreduju koeficijenti polinoma u brojiocu i imeniocu funkcije prenosa
date izrazom, ili poloZaji polova i nula funkcije prenosa, na takav nacin da se zadate
specifikacije ostvare sa greSkom koja lezi unutar dozvoljenih tolerancija.

3. U fazi realizacije vr$i se izbor realizacione strukture i odredivanje koeficijenata mnozaca.
Pored kriterijuma ekonomiénosti, prilikom izbora se vodi racuna i o osetljivosti realizacije

na konaénu tacnost predstavljanja podataka u digitalnim sistemima.

4. U fazi implementacije vrsi se softverska ili hardverska realizacija funkcije prenosa
odredene u fazi 2, kori¢enjem realizacione strukture izabrane u fazi 3.
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Sta je cilj?

Napraviti sistem koji vr$i obradu ulaznog signala i na
svom izlazu daje odgovarajuci odziv

Diskretan sistem
Realizacija -> Digitalno

Softverski — ,,op$tenamenski sistem (procesor)* + program
Hardverski — sva potrebna ra¢unanja i memorije namenski prilagodeni sistemu

Vodimo ra¢una o:
1. racunarskoj efikasnosti — brzina, manje potrebnog hardvera, cena ...

2. memorijski zahtevi — manje memorije, brzina, cena ...
3. uticaj konac¢ne duzine re¢i — AD i DA konverzija, ratunanje, memorija ...
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Zasto filtriranje a ne uklanjanje
harmonijskih komponenti u spektru?

0 20 40 60 80 100 120 140

)
o o

4
H |
1.5
05
2
0 20 40 60 80 100 120 140
0
R
-10 20 40 60 80 100 120 140
\ o Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 10

10



Spektar

nije koherentno odabiranje - ima curenja
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U nepropusnom opsegu se signal znatno oslabljuje.

epropusni opseg
*nepropusni opseg
eprelazna zona.

Za sada 1! Sve posle moze da se generalizuje.

Karakteristike funkcije prenosa koju treba sintetizovati, ili krace, specifikacije, zadaju se
najéesce u frekvencijskom domenu.

Kod selektivnih funkcija prenosa, koje su poznate pod nazivom filtarske funkcije, razlikuju se

U propusnom opsegu signal se u sistemu pojacava, propusta neizmenjen ili vrlo malo slabi.

Broj propusnih opsega, odnosno nepropusnih opsega moze biti i ve¢i od jedan.

U prelaznoj zoni funkcija prenosa se ne specificira, ali se najée$ce zahteva da amplitudska karakteristika
bude monotono opadajuca.
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Primer amplitudskih karakteristika koje zelimo da dobijemo
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Zasto niskofrekventni filtri (NF) koji propustaju samo niske u€estanosti kada nama mozda (sigurno) trebaju i

Visokofrekventni filtri (VF), odnosno propusnici visokih u€estanosti

Propusnici opsega ucestanosti (PO)
Nepropusnici opsega ucestanosti (NO)

U slucaju sinteze NF filtra, mogu se dobiti eksplicitne formule za polove i nule funkcije prenosa.

Sinteza ostalih tipi¢nih funkcija prenosa (VF, PO, NO) vrsi se najeSce
transformacijom NF funkcije prenosa

Digitalna obrada signala - 2022/23 17
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NF - kre¢emo od:

1. Grani¢ne uCestanosti propusnog opsega {1, (w,)
2. Grani¢ne ucestanosti nepropusnog opsega £, (w,)
3. Varijacija amplitude u propusnom opsegu &,

4. Varijacija amplitude u nepropusnom opsegu 6§,

Graficki
Srafirano = ne sme

. [HGQ)| . [HGQ)]

-

1
1-6, 1-6,

Ja-} Sa-
| »
Q Q Q

Ako pojacanje ne sme da bude vece od 1

D‘V
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Najces¢i nacin zadavanja gabarita filtarskih funkcija je preko
recipro¢ne vrednost amplitudske karakteristike izrazena u dB,
odnosno zadaje se
slabljenje.

U tom slucaju se umesto varijacije amplitude u propusnom opsegu &, specificira
maksimalno slabljenje u propusnom opsegu «,,
dok se umesto varijacije amplitude u nepropusnom opsegu &, specificira
minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu a,.

Prilikom projektovanja u€estanosti su najées¢e normalizovane! Q p = 1

1+8 .IOO.OSUP -1
H moze > 1 apzzologl_giﬂ pzm
Hmora<1l O, = 2010g1_7, 8}, =1- 'lO_O'OSGP
» E)
. o, =-20logd,,, &, =10 "%
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Projektovanje
analognih filtara
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Otkud sada analogni filtri kada nama trebaju digitalni?

Najcesce se sinteza digitalnog filtra izvodi pogodnom transformacijom funkcije prenosa

odgovarajuceg analognog filtra.

1. Postupak sinteze analognih filtara (narocito propusnika niskih u¢estanosti) se proucava
ve¢ vise desetina godina (prakticno od kako postoji elektronika) tako da postoje
razvijeni postupci sinteze za mnoge vazne prakti¢ne slucajeve.

2. U mnogim vaznim sluc¢ajevima polovi ili koeficijenti funkcije prenosa analognih filtara
dati su eksplicitnim formulama.

3. Zaslucajeve za koje ne postoje eksplicitne formule za funkciju prenosa sacinjene su
opsezne tabele koje sluze kao pomo¢ pri projektovanju.

Transformacije analogni u digitalni filtar su relativno jednostavne i u velikoj meri
zadrZavaju svojstva analognih filtara.
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Batervortova aproksimacija idealne amplitudske karakteristike (Butterworth)

Amplitudska karakteristika NF filtra je izvedena pod pretpostavkom da je
maksimalno ravna u koordinatnom pocetku.

1
2N
14¢2 (ﬂ)
Wp

¢ parametar koji odreduje slabljenje na granici propusnog opsega @ =w

|[HGw)|? =

p

2N
Digresija: 10 umesto 20 posto _ 2(%p _ 2 — J1001ap _
je kvadrat karakteristike ap = 10log| 1 +¢ Wy = 10log(1 + &%) e=VIT -1
W\
a, = 10log| 1+ 2 <—a>
Wp
log(loo.laa _ 1)
1001, _ 1 log D
Nzl ol RS D — faktor diskriminacije
2log (—“) 2log (—) . .
wp k k — faktor selektivnosti
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Odredivanje polova

|HGa)I2 = H(s) - H(=s) = ———— (5= jo)
1+ &2 (a)ﬂ)
'

Wp jpZRANTL Wy 2k+N-1 . 2k+N-1
S =w—=¢€ 2N = cos|mt———|+jsin|t————— ) |k =12,..,2N

/e /e 2N 2N
1 2kt N-1) o (ZKEN-TN skaliran .
Sk = ’\(/E cos|\ N jsm\| N = 1,4, ..., allrani (L)p =

Zbog uslova stabilnosti, koji zahteva da svi polovi funkcije prenosa leZe u levoj polovini ravni kompleksne
udestanosti s, polovi funkcije H(s) su koreni iz leve poluravni (ISk <N),
dok su polovi funkcije H(—s) koreni iz desne poluravni (N +1<k <2N).

N

H(s)= o Ho = T(-s.)

[1(s-s0) k=t
k=1
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Digresije wg\ 2"

ag < 10log| 1+ €2 <—>

Wp
) 2N
H 142 <_a> > 10914
e & =
H(s) = Wp
S Sk 2N
E £ (ﬁ) > 1001 — 1
Wp
H N ) 2N
- — log( 2| — > log(10%1%a — 1
H(s=0)=—2"— _1:> Ho =] ](-s.) 0g(€ (wp) >_ og( )
[1(=s . o\
) log(e?) + log <a)_a> > log(1091%a — 1)
D
U slu¢aju normalizovanog Batervortovog filtra
w, =12 Hy=1 2Nlog (%) > log(10°1a — 1) — log(e?)
Wp
1 100.1aa -1
N> °g<10°-1“p = 1)
- w,
2lo (—“)
g wp
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N=4, ¢ = Lw,=1
Slabljenje u dB
1 " 40
091 \\\ sl /
08 N
.| \ 3r
o6l \\ 25f /
051 \"\ 20 /
04r \‘. //
15F /
03 \ 7
\\\ 10
02 \\\
01} e Y 5t
" " " ———— | 7//

OO 0.5 1 15 2 25 3 00 0.5 ¥ 1 15 2 25 3
Napomena: uobi¢ajeno je uéestanost prikazana u logaratimskoj razmeri. Medutim zbog
uporedenja razli¢itih a istih NF filtara ostajemo pri linearnoj razmeri.

1 V2
H(G1D|? = =—-= |H({1)| =—= = 0.707 = —3dB
HGDP = - =5 = HGD| = 5
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Cebigevljeva aproksimacija prve vrste (Chebyshev)
IHGa) P : ;
W) =——m—7— -
112 (2 Ty () = cos(Ncos™1(x)) |Ix|l<1
N\, cosh(N cosh™1(x)) x| >1
Cebisevljevi polinomi prve vrste
Kako je T, (ﬂ)=T D=1
JElN wp N( ) To (x) =1
e=+/10%1% —1 Ti(x) =x

D
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cosh™1v/D
- 1
-1(=
cosh (k)
100.1aa -1
T 1001% — 1 Faktor diskriminacije
Wp . .
k=— Faktor selektivnosti
Wq

Digitalna obrada signala - 2022/23

Tp41(x) = 2xT, (x) — Ty (x)

Uogiti T, (1) = 1

Isto kao kod Batervortove aproksimacije

26
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Polovi

Sk =0 T jwy

it (Lainnet () gin (2N 1
O = SIn NS]I’I < sin{\ N

— cost [ Leinnet (X 2k+N-1
Wy = COoS NSll’l s cos|\ N

Hy

Normalizovani w, = 1

Funkcija prenosa H(s) = I —
[1(s—s)
k=1
0.05 N
1077 J(-s) N parno
k=1
H, = "
T1(-s0) N neparno
k=1
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. EEN . Y N

Digresija: deluje zbunjujuce 10—0.05/1.,1—[(7%) N parno
k=1
To(x) = 1 Ho=y
T1(=s) N neparno
Ty(x) = x K
1 1 H§
[H(j0)|? = o Z72(0 (TN ° 2
Tr1 (%) = 2xT (x) — Ty 1 (x) 14 €272 (_) 1+e2Tg(0)  (IMi=1(—s)
@p
T1(0) =1
_ 1 N neparno
T,(0)=0 ,
HGOR =1 1
T,(0) =2-0-T1(0) — Ty(0) = -1 1+ €2 parno
T5(0) =2-0-T,(0) — T,(0) = 0 R
T,(0)=2-0-T5(0) — T,(0) = 1 Da bi za N parno imali u propusnom opsegu maksimalno pojacanje 1
. 1 _ 10-005 > i0)]2
Ts(0) =2-0-T,(0) = T5(0) = 0 onda je sa faktorom == 10 % pomnozen |H(j0)|
Vidi se na narednim slikama
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Slabljenje u dB
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Cebisevljeva aproksimacija druge vrste - inverzni
w
2T2 (—
1 Nw
. 2 p
1- |H o)l =1~ — = -
272 (X 272 (X
1+¢ TN(w) 1+¢ TN(w)
14 14
w.
213 ()
P 2
|Hy )|? = wp
1+ &2T¢ (—)
w
1 <
! \
/7 09 \
0.9 ‘J‘ \\
[ g |
08 | 0> o |
| 07 |
07 | |
| 06 |
- | 1-1 |
| - 05 e
05 | | f
ol | " 4
\ el
o3t |\ i \ © -0 N | | \
/ { 02 | [ X
02 | | \
| 01 |/
0.1 ‘H . . . _ . I Mie //
. | Rotiranje oko tacke wp, =1 s P : e = : e
0 1 15 2 25 3
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Normalizovano w, = 1
1 ,
Nule (Zk)” = 2i—1 L= 1,2,...,r
cos (n N )
Polovi  (sg) !
olovi s =—
o (s N -1
—— N neparno
2
r= N
— N parno
2
Funkcija prenosa
r N
2 2 —
(S +2Z, ) lk_!( sk)
_ k=1 = L=
H(s)=H, *! Ho="5
72
[T(s-s) ( k )
k=1 k=1
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Na §ta treba obratiti paznju
2
2 &
H 1 —_— —
| II(](‘)p)l 1+ &2
e ()
. 2 N wa
Hy (jwg)|? = ———"2
1+ &2T (—”)
N Wg
§ h—l D 0.1a, _ w.
Potreban red filtra N > M = % k= w—p
cosh™1 (F) 107 =1 a
Prethodne slike su crtane sa fiksnim N, € pa kako ispadnu w, odnosno «,
Kako se ripl javlja u nepropusnom opsegu ovde se ¢esée krece od w, i @,
Da bi dobili sli¢na poredenja, ranije
N=4c=1wp=1=a,=3dB (1—5p=7)
Ako uzmemo w, = 1.3 = a, = 20dB (, = 0.1)
Vidi se na slikama.
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33

Sa istim parametrima

V2
N=4a,=3dB (1-6,==)

w, =13,a, = 20dB (6, =0.1)
= wp= 1
Slabljenje u dB
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Elipticka aproksimacija

Zajednicka karakteristika Batervortove i Cebisevljeve aproksimacije je da su

odli¢ne u nepropusnom opsegu,
ali po cenu

Siroke prelazne zone.

Inverzni Cebisevljevi filtri imaju manje slabljenje u nepropusnom opsegu
ali je slabljenje u gornjem delu propusnog opsega Cesto suvise veliko.

Najbolja prelazna zona se dobija ako se greska aproksimacije idealne

karakteristike ravnomerno rasporedi u propusnom i nepropusnom opsegu.
Rezultujuéa amplitudska karakteristika

ima oscilatorni karakter i u propusnom i u nepropusnom opsegu.

Takva aproksimacija naziva se

elipticka aproksimacija
jer se u postupku sinteze koriste elipticke funkcije, ili

Kauerova aproksimacija (Cauer)
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1

|H(jw)|? = PSRN
2 —_
1+ eCy (wp>

Cy(x) - Cebisevljeva racionalna funkcija
(x%2 -z (x? — 22) .. (x* — z%)

R T =)

> logl6D 248 +15¢° +150g5

[}

Red filtra 1 _1 1
0
g(l/q) . _ll_‘/;
2144k
k' =~N1-k
e O
o,

w
o
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r 2 ’
H, s°+ A,

HE (S) = 2 N —
Dy(s) 50 s + Bys + By, - 5 l N neparno
"EIN
N parno
s+6, N nepamno o)
Dy (s) =
| N parno
2q1/4Z(_l)mqm(ml) sinh[(2m+ DA] A 1 | lOO.OSCf_p 41
Gy = =0 - T
’ - : 2N 107777 -]
‘ 1+2> (=1)"q" cosh2mA
m=0
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732 712 2c, V. 1
= (67" + (o,7) B s e
01 L i P 2
1 (l-l-G[_]O);) l+GOCO_!. [O)
5 2
o 7 o 2 @,
W=_|(1+kod) 1+=2 Vi=,|(d-koj) 1-—
i k
1/4 - m _m(m+1) _: (2777 +l)ﬂ:“' .
2¢" > (=D"q SESS i N neparno
., m=0 - 5 - ) l‘:lazﬂ___j]' B=+. 1 \
; . , mT I— arno
1+ 22(—1)'“@005 s 2 P
m=0 4
" B..
o) 0i N neparno
H. = i=1 AOf
o 0.050, v B
—=0.05a 07
10 2 H— N parmo
i=1 ‘401'
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V2
N=40,=10,=3dB (1-8,==)
ag ~20dB (8, = 0.1)
wq kako ispadne
1 7 T 90
09t / \ ” a0k
/ \ |
08| \ | L
L / \J ‘ 70
60 l
06t . I\
50 I\
05 / \
4T RN
04} /
I | S
03 | A0 I / o S
| i
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N Batervort © Cebisevljev
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Elipticki w Inverzni Cebisevljev
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Koji filtar je najbolji?
1. U donjem delu propusnog opsega (u okolini ® = 0) najbolji je inverzni

A

Katedra za elektroniku

Cebisevljev filtar, a za njim sledi Batervortova aproksimacija.
Cebisevljev i elipti¢ki filtar imaju priblizno sliéne karakteristike.

U gornjem delu propusnog opsega najbolji su elipticki i Cebigevljev

filtar dok su inverzni Cebisevljev i Batervortov filtar znatno loiji jer
unose vece slabljenje.

U prelaznoj zoni, prema kriterijumu Sirine prelazne zone, najbolji je

elipti¢ki filtar, za njim sledi inverzni Cebisevljev filtar, onda
Cebiéevljev, i na kraju, Batervortov filtar.

U nepropusnom opsegu Cebisevljev i Batervortov filtar obezbeduju

veée slabljenje od inverznog Cebisevljevog ili eliptickog filtra.
Medutim, ova ¢injenica ne predstavlja nikakvu prednost ove dve
aproksimacije jer je kod svih aproksimacija zadovoljen uslov da je u
nepropusnom opsegu slabljenje vec¢e od minimalne vrednosti o,

Digitalna obrada signala - 2022/23
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A

Vrlo vaznu karakteristiku funkcije prenosa predstavlja Q faktor kriticnog para polova
Kriti¢nim parom polova podrazumeva se onaj koji je najblizi imaginarnoj osi.

Ova karakteristika je vazna zbog toga §to su za realizaciju veceg Q faktora potrebne
kvalitetnije komponente (sa manjim gubicima u pasivnoj tehnologiji i manjim tolerancijama
u aktivnoj tehnologiji).

U slucaju digitalnih filtara, ve¢i Q faktor zahteva veci broj bita u digitalnoj reci.

U pogledu Q faktora, najbolji je Batervortov filtar, obe vrste Cebisevijevih filtara su
identicne, dok je elipti¢ki filtar najgori.

\JCp T O

206,

Oy =-
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A

Sto se ti¢e jednostavnosti realizacije, u svim tehnologijama je jednostavnije realizovati polinomske
filtre (Cija funkcija prenosa nema nule) kakvi su Batervortov i CebiSevljev, jer je potreban manji broj
elemenata u analognim realizacijama ili manji broj mnozaca u digitalnoj realizaciji.

Druga vrsta poredenja razli¢itih metoda aproksimacije amplitudske karakteristike moze se izvesti tako $to se
odreduje minimalni red funkcije koja zadovoljava trazeni gabarit.

Neka je potrebno odrediti funkciju prenosa koja zadovoljava karakteristike:
Qp=1,0a=15,0,= 0.5dB, a, =50 dB.

Red funkcije prenosa koja zadovoljava trazene zahteve mora biti
Batervort N =17

Cebisevljev N=8

Inverzni Cebisevljev N = 8

Elipticki N =5

Elipticka aproksimacija daje resenje najniZeg reda, koje je naj¢esce i najekonomiénije za realizaciju.

Losa fazna karakteristika?

U pogledu odstupanja od linearnosti fazne karakteristike, odnosno odstupanja

karakteristike grupnog ka$njenja od konstante, najbolji je Batervortov filtar, za njim sledi inverzni
Cebisevljev filtar, dok Cebisevljev i elipticki filtar imaju znatno loije karakteristike narogito u gornjem
delu propusnog opsega??? (Bas tamo gde treba)
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Zasto je bitna “linearna” faza odnosno fazno kasnjenje i grupno kasnjenje
¢ (w) do(w)
="~ WWT T4
W W

Neka je na ulazu u sistem signal

s(t) =sin(wgt + ¢, ) +sin(2agt + ,)

Njegov vremenski oblik

s(t) =sin(wpt + ¢, )+sinayt + ¢, ) = ZCOS(wot i ?2 — jsin[swot +2(pz i (pl)

Ako signal prolazi kroz sistem koji ima konstantno pojacanje
ali unosi razlicite fazne stavove na razli¢itim uéestanostima

s"(t) =sin(@,t + @, + Ap, ) +sin(2o,t + @, + Ag,)

Njegov vremenski oblik

s (t) =sin(amyt + @, + A, ) +sin(agt + @, + Ag, ) =

_ 2C05(w0t +0, 0 +Ap, —Ag, )Sin(?’a’ot T, + o +Ap, +A¢1j
2 2
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s(t) = ZCOS(th HZPZ _(lesin(sw"t +2% lej

()= 2008(w0t+% —¢712+ A, —Agol]sin(Sa)ot +0, +¢;+ A, +Ago1j

Izlazni signal je “zaka$njen” ali da bi se zadrzao oblik S"(t+ At) =s(t)

At +Ap, —Ap, =0
3w,At+Ap, + A, =0

A¢2 = —Za)o At Fazna linerano zavisi od ucestanosti
A(pl =—w, At Fazno kasnjenje konstantno

Grupno kasnjenje konstantno
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) Batervort , Cebisevljev
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Beselova aproksimacija (Bessel)
Linearna faza = konstantno grupno kasnjenje
B(s) Beselov polinom sa
By By koeficijentima
H(s) =~ = N (2N —i)!
S gt * BU P G\ )
-5 U N—i. :
L7 2V IN(N =)
i=0
Amplitudska karakteristika Fazna karakteristika
1 = 0
09 \\\ 05 \
0.8 -1 k.
0.7 \ 15 \
0.6 \ 2 \\
05 b N=4 25
: L
0.2 B 4 ‘\\\
0.1 e Sse s 45 \\'\1_1
DO 0.5 1 1.6 2 25 8 0.5 1 1.6 2 25 3
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&)

Isprojektovali NF normalizovan filtar i ta sada?

Transformacije filtara
Transformacije ucestanosti
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H() = H,

~ , ~ ~ Wq — Wp
p=—=>wa=—=>a>a—wp—
a
Wp
Obrnutodabi  w, =1 a=a—:~wa—awa=>wa—wp—a(wa—wp)
1]
Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

NF -> NF s =a$

smena
s pre transformacije; ono Sto figuriSe u funkcijama
§ = f () prenosa izradunato za wp, = 1

$ posle transformacije

Mo =2 _, (1202 (1o (- 1))

G -p0) °(ngv=0pi)( %o (5— 1))

H(s) = H

[Mo(as —z) H My a) (H’i‘io (§ - %)) H (Mo ;) (Hﬁo (Zfa _ 1)>
M@ =p) (1Y, a) (H' 0( A

i=
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H(s) = H,

Mo =) _, (M=o (1o 5
Mo —p) ° (I ( (

a/ Pz

(D) (0 URIUC)

ta(s-5))
=H, al = Ho((=9)""") a
(Mo (-3)) (e Op,)<n{V <s —E)) (M i) (H?’:o(g_ﬁ))
@y wi g = a)i
12 a

\ ) N a @y — &5,,
— Obrnutodabi w, =1 a=WpWp > Wg =D Wg —Wp =A—————
» p%p A p @D,®
a pWPa
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-y _ 2
@ = XinXjz = W§
\“JJ Katedra za elektroniku

NF -> PO §2 + wg

My -z (T2 (M5 -1))

OIS T i (M (2 1)

§2 + wk
A {Zo( BS O_Zi> ( i= OBS)(H 0(5 —SBZl+w0))
H(8) = Hy 2 1 ol = H,
?I:o<s ngo —Pi) ( i= OBs) (Hz 0(82 —53P1+w0))
_y ( i= 035) (Mo (3 = zi) (8 — le)) (T (5 —

=H, 0((3 )N M)
( 1035) (Mo (s = Pz1)(§—Pi2))

1 2 2\ B , 4wh
Xi = X =5 Bx; + |(Bx;)? — 4w§ =3 x; + X~z = x;1 + X = Bx;

zi1) (8 — th))
(H 0(5 - pll)(s - Ptz))
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" o2 2 a2 2 O
Ne zaboraviti s= T > jo = (o) @ _1a — v
negativne uéestanosti Bs Bjo B &
S_$2+w§ (@) +wh 10k —&?
BS Bj@ B &

- . . N 1 2
Wy D By D D51 + Bwy@py — 0§ = Dy = E<_Bw” + |(Bw,)" + 4w§>

- . . N 1 2
Wy > By > D5y — Bwy@yy — 0§ = Dy = 3 +Bw, + [(Bw,)” + 4wk

~ 1 2 2

Wp12 = 2 tBw, + (B(up) + 4wy
1

Ba1o = 3 <i—Bwa + [(Bwg)? + 4w§>

~ ~ _ ~ A~ _ 2
Wpy — Wy = B(up Wp10pz = Wy

~ ~ ~ ~ _ 2
Doy — Dg1 = Bwg, Bg1@gz = wj
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Obrnutodabi w, =1 $% + w?

©n
I

2 o~ ~
wh = WpqWpy
2 2 A2 ~ ~

~2
w _wpz_wozwo_wpl B_pr_wpl
P By, Bdy, wp
~2 2 2 ~2
w _waz—wo_‘Uo—wa1_1(a B.1)
a — =~ = ~ Y a2~ Wal
Ba)az B(l)al B
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NF -> NO

(o) (1Mo (3 -

H?io(s - Z)
H = j—
) ?’:0(5 - i)
om(EEgea)
H(S) = HO

B )
) (1 1)

(-

s2+a)0

) (TMLy(8%2; — $B + wizy))

Bs
?’o(s_'_—z_m>

)
o s%))(

N o(8%p; — 3B + wip))

W
M MG — z) (G — z)
= =2 1 2 a
H ( ' 0( )>( ’ ' ' ) ( ‘M> (H o8 —71)(8 - Ziz))
= Hyp
A A H G -pi)BE —pi2)
( £V=0< a2 )) o(s - pil)(s - Piz)) ( =0 ¢ ¢ )
B 1 1 4w?
2.2 — 0 — — 2
X; = Xj12 = i(Bi }BZ—4xiwo) =5 x—li 2 B = xj1 + Xip —B/xi = X1 X2 = W
L
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 53
53
BS ) Bj® B o
", w= Sw=
Ne zaboraviti Zrwg YT (07 + o w§ — &2
negativne ucestanosti
BS ) Bj& B @
— = =p—
2wt TG+ YT o -t
Wy D By = B2 w, — Bdy — w03 = & —L B+ [B?+ 4wiw?
p p1 p1%p p1 p@o P15, o, + »@o
1
wp = Bpz = B0y + Bdy, — w,0h = By, = Z_(UP<+B + |B2+4w w%)
Dprp = <+B + /BZ + 4wpw0> <+B/wp + /(B/w,,) + 4w0>
1
D12 —2—<+B+ BZ+4wa(u0> =—<+B/wa+ (B/wu)2+4—w0>
Dpy — Bp1 = B/w, Bp1@yy = w3
p2 r1 14 p1%p2 0
~ ~ ~ A~ 2
Bgp — Bg1 = B/wg  Bg1Bgz = wj
54
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@ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

Obrnuto dabi w, =1 s = §2+—w2
2 A~ A

Wy = WpqWDpy

B& B&
_ p1 p2 _ ~ ~

Wp W2 — 02 2. — W2 =B = “’p(wzﬂ “)pl)
0 pl p2 0
B@g, B®,, B

Wq = = =
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Podsecanje

— Z— —_1 n— Z — — + —n
z[n] = 271 {X(2)} = Pr § X(z)z" "z — X(z)=Z{z[n]} =32 _ z[n]z ROC
transform z[n] P2 X(2) R.
time reversal z[-n] <= X&) RLI
complex conjugation z*[n] £ X*(z*) R,
reversed conjugation z*[—n] = X*( ZL_) RL

L]

real part Re{z[n]} = % (X (z) + X*(z%)] R,
imaginary part Sm{z[n|} < 2—1] [X(z) — X™*(z*)] R
time shifting z[n — no) == z7"0 X (z) R
scaling in 2 a™zn] < X (%) |a|Rs

downsampling by N

z[Nn],NeN, 2=

w

FTN X (WheR) Wy =eF R,

linearity az1[n] + bxa[n] — aX1(2) + bXa(z2) R:NR,
time multiplication z1[n]z2[n] £ 2—;] $§ X1 (u)X2 (£) u™ldu R:N Ry
frequency convolution x1[n] * z2[n] PRI X1(z)Xa(t) R.NR,
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delta function é[n] PR AN 1 Vz
shifted delta function d[n — no == z— "o Vz
zZ
step u[n] — = 2] > 1
zZ
—u[—n — 1] — = 2] <1
zZ
ramp nu[n] — ﬁg 2] > 1
Z_, +1
nlufn] = ;;z_l)g. lz| > 1
—n2u[—-n —1] ey ?2(‘3_-'1_)13) |z <1
Z 244241
n3u[n] 2(2(571;4 ) [z| > 1
—n3u[-n — 1] “Z z(z(zt45+l) lz| <1
zZ
(-1~ = zj_l 2] <1
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exponential

a™u[n] zfa
—a™u[—n — 1] P
a™lu[n — 1] r—
na"™un)
n2a"u[n] C(IZL_Z;;;
e "y [n] =

z—e— @

2] > |al
|2 <lal
] > |af
|2 > |af
|2 > |af
2 > [e~]

n=0,...,N—1
otherwise

1—aNz—N

1—az—1

|z| >0

an
exp. interval

0
sine
cosine

(
(

a™ sin (won) u[n)
(

a™ cos (won) uln]

z sin(wp)
222 cos(wp)z+1
z(z—cos(wp))
22 —2cos(wp)z+1
za sin(wg)
22 —2a cos(wp)z+a?
z(z—acos(wq))
22—2a cos(wq)z+a?

sin (won) u[n]

cos (won) u[n]

i

|z] > 1
|lz] >1
|z] > a

|z] > a

A
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|H(e/®)|” = H(e/*)H (™) = H(eJ®)H" (e/®) = A?

Katedra za elektroniku

H(z) = |H(e/®)|*

|H(e/®)|* = A2

h(n) * h*(—n) = 425(n)

1
H(z)H*|— | = A?

%

Digitalna obrada signala - 2022/23
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H(s) = Hy Micoo—20 (Hgozo(nﬁo(%_l)) = HysM-M) Miy(1-2)

0
MiZo(s- P (I, pi)(“’i\,:o(pii_l)) ML (1__)
. (2 (1 (2 1)
_ i=0DiZ (N—M) Hl oz = 2) — (N—-M) Zi
H(Z)—Hoﬁ H W—HIZ Z
icoQi Z z—
i=0 %i 0 bi (Hl Opl) (HN: (_ — 1))
Pi
z
=3
g
E
I’l)il\-;it:‘-“x
1
T
T 4 / di
—
. @’/ © real
Lo o -
z plane /ri,,
P
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H(s) - H(z)
Postupkom transformacije analogne funkcije prenosa u digitalnu funkciju prenosa
treba da se ocuvaju neka vazna svojstva analognog sistema.
1. Transformacija mora biti racionalna, tj. polaze¢i od analogne funkcije prenosa
koja je racionalna funkcija kompleksne ucestanosti s, treba da se dobije
racionalna funkcija kompleksne ucestanosti z.
2. Zbog odrzanja stabilnosti sistema, polovi analogne funkcije prenosa koji leze
u levoj polovini ravni kompleksne ucestanosti s, moraju se preslikati unutar
jedini¢nog kruga u ravni kompleksne ucestanosti z.
3. Pozeljno je da se transformacijom ne povecava red funkcije prenosa.
\ o Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 62
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Impulsno invarijantna transformacija
Ideja
impulsni odziv diskretnog sistema h[n]

impulsnog odziva analognog sistema h,(t)

Sta se deSava u frekvencijskom domenu?

(o]

1< (7 .
HGo) =7 Y f hy (t)e-T@+kot gt

k=—00 \ —0

o

fr=—n r k=—n r
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23

dobija se diskretizacijom hn]= ha (nT), n=0.1,...

= . 1w
odabiranje s(t) = z §(t—nT) = Z e Jkwst =7 Z e Jkwst
k=—o0

n=-o k=—o00 -

( . ( 1w .
spektar H(jw) = f ha(O)s(t)e™@tdt = f ha(t) <; Z e‘”‘“sf> e Jetdt
odabranog - o0 k=—c0
signala

- 1 & . 1 (Q 2km
H(e“’Q)=? > H, [‘](0)+k0)s)]=— > H, {](_-I_Tnﬂ

63

Ogranicen
o,
2

H,(jo)=0,

® >

Nema preklapanja U opsegu od interesa

iHu [j(cn + ko, )] ~ 0,
pa—

k=0

0)‘SO)—S
2

0 1 . 1 jQ
H(&™) =11, (o) =31, [ 22 Jol=

®,

2

Nista novo, sve veé poznato i izvedeno
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Ako je zadovoljen uslov

H,(jo)=0,

I polovi analogne funkcije prosti

S)Z

JIS pl

Inverzna Laplasova transformacija

N

(1) =Y 4P
i=1
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N
Diskretizacija h,(nT) = h[n] Z A, ebmT

z transformacija

H(z) = Z h[n]z™™ —Z h[n]z™" = i iAiepinT 7" = iAl <i pinT —n)

n=-—oo n=0 \i=1 i=1

1— (epiTZ—l)oo

NGE

ebinT ;—n —
s 1—epriTz=1
n=
(o] (00 (00
— ebiT ;-1
1—e z epinTZ—n — 1 epinTZ—n _ epi(n+1)nTZ—(n+1)n
1—ePiTz™1 1—epiTz~1
n=0 n=0 n=0

epiOTZ_O =1
Y Az 3 N(z)
Di /
S Z—e
i=1 H(Z _ eP;T)

i=l
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polovi analognog sistema p; preslikavaju se u polove digitalnog sistema z;

= Pl = e(Gf"'f(‘)i)T
polozaj nula diskretnog sistema se ne moze predvideti

1. Konjugovano kompleksni par polova iz s ravni preslikavanjem daje
konjugovano kompleksni par polova u z ravni. Koeficijenti diskretne
funkcije prenosa su realni, tj. transformacija je racionalna.

2. Transformacija je stabilna jer se polovi stabilnog analognog sistema, kod
kojih je 6 <0 i, preslikavaju u polove diskretnog sistema unutar jedini¢nog
kruga.

3. Trece, ne povecava se red funkcije prenosa.

Veza izmedu analogne ucestanosti o i digitalne ucestanosti Q je linearna.
Q=ol =2rf/f, =2nF

gde je F normalizovana ucestanost
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Na zalost, neke vazne klase selektivnih filtarskih funkcija, kao §to su,
na primer, propusnici visokih ucestanosti i nepropusnici opsega, ne
mogu se korektno preslikati impulsno invarijantnom transformacijom
jer ne zadovoljavaju uslov ograni¢enosti frekvencijskog odziva.

Impulsno invarijantna transformacija takode nije pogodna ni za
preslikavanje eliptickih filtarskih funkcija jer uslov ogranicenosti
frekevencijskog odziva ne moze biti zadovoljen izborom dovoljno
visoke ucestanosti odabiranja.
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Modifikovana impulsno invarijantna transformacija

je tesko zadovoljiti uslov ogranic¢enosti frekvencijskog odziva

M
N(s) H(S_Si)

Kada je funkcija prenosa analognog sistema racionalna, (ima nula), obi¢no

H, (s)=H, = H,-L
a 0 D(S) 0 N
]_[ (s=p;)
H (s
Predstava u ovomobliku I _(s) = H, ELALC)
Ha2 ( S)
|
H (s)=—— Hp()=
‘ D(s) N(s)
@ Obe funkcije imaju samo polove!
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a. 1 _ 1 JjQ :
Hz(eff’) :?an (_]Q)) :?an (TJ, |0)| < >
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M
[TE-e"

H(2) _ Ni(2)D,(2) _ g N(2) 54

& =H°H2(z) "N,(2)Dy(z) ' N,(2) &

H(Z—ep"f)
]

: H (efﬂ) _ [ ]-Q'j
vai  H(H)=H,—L1— 2 =H (jo)=H, | L=
azi ( ) 0 HZ(Q-PQ) a(] ) a T |

Problem:
Polinom D, (z) sigurno ima korenove unutar jedinicnog kruga jer se oni dobijaju
preslikavanjem polova analogne funkcije prenosa.

Polozaj korenova polinoma N,(z) se ne moze kontrolisati, tako da se deo polova
moZe naci izvan jedinicnog kruga.

@ Nestabilna funkcija prenosa!
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Uskladena Z transformacija

H(@) _ o M@D@) _
Hy(z) ° Ny(2)Dy(2)

H(z)=H,

H(z)= Hy(z+ 1)L{;,1—

H(z - e‘"”r)
i=1
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Bilinearna transformacija

Najcesce koriSéenja

Idealni integrator Hy(s)= 1
5

r>0"

Odziv na proizvoljnu pobudu - konvolucija

t
v(t) = IX(T)17J (t—1)drt
0

\._(J Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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Neka je 0" <t <1, <r1,. Tada vazi:

1 1
V()= y() = Ix('r)l’q(tz —1)dt— Ix(r)/vj(tl —1)dt
0 0
W =1,
y()—y(h) = [x(f1)+x(fz)]

2
h=nT-T,t,=nT

vinl)y—ynT-T)= g[x(nT— T) +x(nT)]

\“JJ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23
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diferencna

vinT)y—y(nT-T)= Z[x(nl"— T) +x(nT)]

Z transformacija

Y(z)-z'¥(z) = g[le(z) +X(2)]

odnosno

Y(z) _Tz+]
X(z) 2z-1

H(z)=

@ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 75
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analogna 1
Hp(s)=—
A
diskretna
Y(z Tz+1
Hi(2)= (z) ==
X(z) 2:z-1
2z-1
smenom s§=—
Tz+1

Bilinearna transformacija

Odziv na proizvoljnu pobudu diskretnog sistema je priblizno jednak odzivu
analognog sistema od koga je dobijen transformacijom.

Bilinearna transformacija je racionalna transformacija koja ne povecava

@ red funkcije prenosa.
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H(z)= Ha(s)\ 21 =Hy,
T

z+1

M
[T -u

e =Hy,(z+1)

H(S_Si)
i=1

M

H (z—-z)
N-M -1
N

H(Z -Pi)
i=1

N

2z-1
S=—
Tz+1
=\“ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 7
77
Stabilnost?
1/2
2 2
2/T+S ) _ (2/T+G) +m
=2 s=otjo = T
2/T—-s (2/T-6) +o

s-ravan 4 jQ

\ Katedra za elektroniku

1. Imaginarna osa u s-ravni (6 =0) se preslikava u jediniéni krug u z-ravni (‘z‘ =1).

2. Leva polovina s-ravni (& < 0) se preslikava unutar jedini¢nog kruga u z-ravni (‘z| <1).
3. Desna polovina s-ravni (¢ > 0) se preslikava izvan jedini¢nog kruga u z-ravni (|Z‘ >1).
4. Koordinatni pocetak iz s-ravni (s = 0+ j0) se preslikava u tacku z=1+ ;0 u z-ravni.

5. Tacka u beskonaénosti iz s-ravni ($ = o0) se preslikava u ta¢ku z = -1+ j0 u z-ravni.

z-ravan A

s=m.

n
o

Stabilna?
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Preslikavanje u€estanosti bas i nije linearno

12
(2/"T + 0)2 +

(2/T —G)z + o

2=

Da vidimo §ta se deSava

jQ iQf2 -jQ/f2
2/T+s o o 21 2 -
z="" - s=jo1z=e o=—_ = __
2/T-s | T e +1 T e/ +e/
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M M
H(S_“i) H(Z_Zi)
= N-M _i=
H(z)= H,(9)],_2:1 = Hy, ' =Hy(z+ D" F—
Tz+1
H(S_Si) H(Z_Pi)
i-1 2 i-1
S=
T:z+4l
Zbog nelinearne transformacije ucestanosti,
amplitudska 1 fazna karakteristika su izobliCene.
Posle bilinearne transformacije, vrednosti
amplitude ostaju iste samo se
menja polozaj maksimuma i minimuma
amplitudske karakteristike.
Isto je i sa fazom.
Bitna faza — impulsno invarijantne transformacije.
Kod preslikavanja selektivnih filtarskih funkcija, gde fazna
karakteristika nije od interesa, efekat distorzije skale
ucestanosti se moze eliminisati
predistorzijom karakteristike analognog filtra.
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A

1. Zadavanje specifikacija u diskretnom domenu 1 predistorzija karakteristiénih ucestanosti

2. Odredivanje reda N i sinteza analognog filtra na osnovu specifikacija
3. Transformacija nula 1 polova analognog filtra u nule i polove diskretnog filtra

2/T+s
A=
2/T—S

4. Izracunavanje multiplikativne konstante H,; iz H(1) = H,(0) ili slicnog uslova

M M
[TG-u) [1Gz-2)

H(z) = H,(s)| _22-1 = Hy, 5—— = Hyy(z+ )" M B

N ]

S § (X0 TR [Te-r)

i=1 —c< i=1

T:z+1

5. Formiranje H(z)

[6. Preslikavanje H(z) u drugi tip funkcije prenosa, ukoliko nije izvreno u fazi 2

Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 81

81

Da bi se drzali notacije u knjizi.
Ranije
@  analogna prototipska ucestanost pri ¢emu je najzgodnije bilo W, = 1

@  stvarne Zeljene udestanosti

U nastavku
Q ucestanosti u digitalnom domenu 0<Q<2r (0Sf<f,)
Q zeljene ucestanosti u digitalnom domenu 0<Q<2r (0<f<f)
o analogne ucestanosti
7 zeljene analogne ucestanosti
W analogna prototipska ucestanost pri ¢emu je najzgodnije CTJp =1
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kod NF filta

0)p:—tan—
T

_ 2 Q.

o, =—1tan

Zanimljivo je da ¢e se zbog distorzije ucestanosti pojaviti

—  tan—* =
®, ol Q,
—_ = = = Strmina diskretnog veca
@, Q, Q, ¢
fan—
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NF -> NF
O=an
9] To,
~ P ~ a=—-
=— —_— = =1 —
O)p atan , 1 Qp
2tan——
®,=_atan—*
QP
tan——
Q)
k — p — 2
® Q
¢ tan—*
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_a
=
®
a _ 20, tan -z
@ P ﬁ s a)p =1 — g=
a
) & o tan
o D) Q
¢ 7 tan—%
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NF -> PO
®, = “tan—2, i=1,2
T
Ucestanosti se preslikavaju
_ 2
o, =—tan—", i=12
2 1
K,=tan—"=—tan—2
K. =tan pl tan QPE __ Pomoc¢ne konstante
5=
Q Q,
K. =tan—"tan—2
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P p rl
Bo, =0, -0,
O) = 0,0, =0,0,,

1, . [~2 52 -
S
©,1,0,, 2(_0)PB+ e)pB +40)0)
= = 1+~ Py -
®,;,0,, :E To,B+4o,B" +40;
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="
| 0,
Stvarni u prototipski N=— 0O——
B o)
0 0
2 1
_ _ 2| tan TP tan TP
. ©,, = O, _ _ 2K,
o, To » To .
Q, Q,,
24/tan tan > K
e e 2 2 A hBp
0 plp2 T T - T
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= = 7 —2 _ == =t - —
0,0, <O, 0, W, =00, M, O,
(KB < KC) 5 2 2 O 2
. o, (} K, —| ~tan—L
- 1 (_, — ) 1| oy _— , — T T 2
O =—(0O ,—0 == —_——® = — =
« B YoBlm, B, 2K, 2t Q.
—— —lan——
Tmp T 2
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- - —2 _ =t —< —r —
®,,0,, > 0, O, Wy =W, O, W, = ®,
(Kp > K¢) 2 x>
2 Qa‘) 2
-2 —2 ) —tan = - KB
- 1, -, L[~ ™, ®,, — O, T 2 T
0)” 2_(0)(12_(’001):_ (,!)02—_ = — = K 3 Q -
B B D2 Bo,, 4“2y a2
— —lan——
Q. T(;)P T 2
K, tan—*=
i 0)p 4 9)
o 5
@ tan” ——-K,
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Bo
O=—"""-
W, —®
0 Q
~ 2 1
20)p tan——- —tan—~
2 2 2K ,®
B=&d, (B, -®,)= =
pLp2 rl T T
0, /k,., Ky <K
o, |k, KyzK.
Isto kao PO
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Umesto da se radi
digitalni -> analogni -> prototipski analogni,
pa nazad
transformacije iz “prototipskog” digitalnog u druge potrebne realizacije
moguce je uraditi i u digitalnom domenu
Opsti oblik transformacije je
m 2 *
A - zZ—da;
2= f()=e [
i-1 1= a;Z
gde je Z  “prototipski”
2 Zeljeni
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NF ->NF

~ *

Z_ejm‘r a

1-a2
o _ne€°%-a
5 f e]():e]n/r ”
A 1 A 1_aej0

Z ravan zravan B' *

X - e’ —a
> jT jnz
: r €7 =8¢ -
iy Ci1C 1-ae’”
o
Q,-Q,
z=¢ " Sin 5 /
BiB S I o= & B 7—7
z=e 7 : Qp+Qp a_l—iz
sSin
2
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NF ->VF
A~ #*
7= ejm‘t Z_aﬂ
l—az
z ravan Ai Zravanpg | ] 0 inz ejff _a*
! w0 AT A e =
c/ c 7 1-ae’
“‘\ . jo _ o
* N L er_gneloa
Ci1C 1—ael®
| Q -Q)
z=g cos
Bi1 B L o= 2 R ES:
~ j =
z=e ? Q,+Q, 1+ 2z
Cos
2
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NF ->PO

~2 ~
= gﬁm w
* -
zravan | traven | g
4 B e , 5
), y No
C | D>A ” = (AHM‘A' > n=1
- s T " A )
cos Qp 2, B=-— 2o
2 1+k
o= _ ,.
Q , -Q
o B - ’}/ = E
’ k+1
Q. -0
k =tan Li cot p2 pl
2
\ Katedra za elektroniku Digitalna obrada signala - 2022/23 ;
95
NF ->NO 7
z=el'" ZTHpzty
~ ~7
l + BZ + r}/Z-
zravan | 2rava!1 E
CJ"
| n=~0
B _ 20
1+k
1-k
o . ==k
k=tan&tanﬁ 1+ k
2 2
96
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Bitno popraviti faznu karakteristiku

s
H(S)_s+k
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Bitno popraviti faznu karakteristiku
—k
H(S) ? k>0
H(z)=Hp(2)H ,;(2)
All pass — neminimalna faza
H (') =1, 0<Q<n
Tp(Q)=1-1:(Q2), Q,, 2Q=Q ,
- 1
ay +z _ b
H,p(z2) = H z,=—, i=1,...

\ Katedra za elektroniku

1+a,z” P

sy +a1,‘z 1y
Hyp(2) = H -2

Tl+ay,z +ay,z
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Zadatak 3 (30 poena)

Impulsno invarijantnom transformacijom potrebno je projektovati niskopropusni digitalni
IIR filtar iz analognog Batervortovog prototipa. Specifikacije filtra su: grani¢na
uCestanost propusnog opsega €, = /6, graniCna uclestanost nepropusnog opsega
Q, = 2w/3, maksimalno dozvoljeno slabljenje u propusnom opsegu a, = 3 dB i
minimalno slabljenje u nepropusnom opsegu «, = 24 dB.

a) [15] Odredite grani¢ne ucestanosti ®, i ®, analognog prototipa, a zatim odredite
minimalni red filtra kojim ¢e se zadovoljiti definisane specifikacije.

b) [5] Skicirajte raspored nula i polova analogne funkcije prenosa.

c) [10] Odredite prenosnu funkciju trazenog niskopropusnog digitalnog IIR filtra.
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Y g . . rad (a)
Ako zelimo prototipski NF na w,, = 1 - 2 rad
T Q T 21 rad 2mwg = Qpiwy = Wg =—w, = 12—
Q=->T="L=—ss0,="=12— s T pr@p T O = O
6 w, 6 T S 2
. T T
ili T="= Z S
Qq rad Ws Q rad
Qq = wgT = wg = =a—_ 2n:wS=Qa:waﬁwa——aws= —
s 21
1
|H(s)I? =

s \2N

1+£2(IE)
— 2010g (1) = 10108 () = 10108 (1 4 62()
a(s) = 0g<|H(s)|)_ 0g<|H(s)|2>_ ogl1+¢ QE)

p

. 2N
®
a, = a(jw,) = 10log| 1 + &2 (jﬁ)

14 (Up

1log(10%1% — 1)
)
log(—*%
g wp
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=199=>N=2

(2N
w
a, = a(jw,) = 10log| 1 + &2 <j7p> = 101log(1 + £2) e=+10%1% —1=1

2N
<&> = 1001% — 1
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H(s) =

) YT oap © (-5 - %)
A B
H(s) =
(s—e] ) (s—e’
Re A(s - e_jT) + B(s - ejT) =1
> A+B=0
360/2N=360/4=90 Ae‘ﬁ% + Bej%Tn =1
1
H(s) = V2 -
(- ej%Tn)(s - e'j%Tn H(s) = 77 v
T
2 Aiz ]QZ
_ i _ 2
H(Z)—Zz_epiT ( (ﬁ VZ
i=1 zZ—e\ 2 12
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